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บทที่ 1

ระบบสมการเชิงเสน

1.1 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน

ปญหาที่สำคัญที่สุดขอหนึ่งในวิชาพีชคณิตเชิงเสน (linear algebra) คือการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน เชน

การหาผลเฉลยของระบบสมการ

x+ y = 0

2x− y + 3z = 3 (1.1)

x− 2y − z = 3

ซึ่งนักศึกษาไดเรียนรูการหาผลเฉลยโดยวิธีกำจัด (elimination) และวิธีที่ใชแนวคิดของดีเทอรมิแนนท (หลักเกณฑ

คราเมอร (cramer's rule)) มาแลวในการเรียนตั้งแตชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย ในหัวขอนี้จึงถือเปนการทบทวน โดย

เราจะทบทวนทั้งสองวิธีอีกครั้ง เริ่มจากวิธีการกำจัดซึ่งเราเรียกวาวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan

reduction)

วิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน
(Gauss-Jordan reduction)

เราเริ่มดวยบทนิยามของระบบสมการเชิงเสน

บทนิยาม 1.1.1 (ระบบสมการเชิงเสน, เอกพันธุ, เมทริกซแตงเติมและผลเฉลย (System of linear equations, homogeneous,
augmented matrix and sol))
ระบบสมการเชิงเสน (system of linear equations) ที่มี m สมการ n ตัวแปรอยูในรูป

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

... ... ... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(SLE)

โดยที่ aij , bi, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), เปนจำนวนจริง ระบบสมการ (SLE) เขียนไดในรูปสมการเมทริกซ

1
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Ax = b หรือ 
a11 a12 . . . a1n

a21 a12 . . . a2n
... ... . . . ...

am1 am2 . . . amn



x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bm

 (ME)

โดยที่

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a12 . . . a2n
... ... . . . ...

am1 am2 . . . amn


และ

x =


x1

x2
...
xn

 , b =


b1

b2
...
bm


ถา b = 0 เราเรียก (SLE) ดังกลาววา ระบบสมการเอกพันธุ (homogeneous)
ถา b ̸= 0 เราเรียก (SLE) ดังกลาววา ระบบสมการไมเอกพันธุ (nonhomogeneous)
เราสามารถลดรูปสมการเมทริกซ (ME) ในรูปของเมทริกซที่เรียกวา เมทริกซแตงเติม (augmented matrix) เขียน
แทนดวย [A|b] หรือ 

a11 a12 . . . a1n

a21 a12 . . . a2n
... ... . . . ...

am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2
...
bm

 (AM)

สมการเมทริกซ (ME) มีผลเฉลย

s =


s1

s2
...
sn


ก็ตอเมื่อ As = b นั่นคือ s1, s2, …, sn เปนผลเฉลย ของแตละสมการในระบบสมการ (SLE)
เซตผลเฉลยของระบบสมการ (SLE) คือเซตที่ประกอบดวยสมาชิก s ซึ่ง As = b

โจทยปญหา 1
ระบบสมการใดเปนระบบสมการเชิงเสน ถาเปนระบบสมการเชิงเสนใหระบุดวยวาเปนเอกพันธุหรือไมเอกพันธุ
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ระบบสมการ เชิงเสนหรือไมเชิงเสน เอกพันธุหรือไมเอกพันธุ

x+ 2y = 0

x− 2y2 = 0

x+ 2y = 1

x− 2y = 3

x+ 2y = 0

x− 2y = 0

โจทยปญหา 2
จงเขียนระบบสมการเชิงเสน (1.1) ในรูปสมการเทริกซ และเมทริกซแตงเติม

หมายเหตุ
• สมการที่ i ของระบบสมการ (SLE) สอดคลองกับแถวที่ i ของเมทริกซแตงเติม (AM)

• เราแทนคำกลาว ``แถวที่ i'' ดวยสัญกรณ Ri

ทฤษฎีบท 1.1.1 (วิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction))
ถาเราแทนระบบสมการเชิงเสนระบบหนึ่งดวยการดำเนินการตามแถว (row operations) ตอไปนี้
Swapping : การสลับที่ของสองสมการใด ๆ

Rescaling : การคูณสมการหนึ่งดวยสเกลารที่ไมใชศูนย

Pivoting : การแทนสมการหนึ่งดวยผลบวกของพหุคูณสมการอื่นกับสมการนั้น

แลวระบบสมการใหมจะมีผลเฉลยเดียวกับระบบสมการเดิม

สัญกรณที่ใชในการดำเนินการตามแถว (row operations)]
Ri ↔ Rj การสลับที่แถวที่ i (Ri) และแถวที่ j (Rj )

kRi การคูณแถวที่ i (Ri) ดวยสเกลาร k ̸= 0

kRi +Rj การแทนที่แถวที่ j (Rj ) ดวยผลบวกของ

พหุคูณแถวที่ i (kRi) กับแถวที่ j (Rj )
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หมายเหตุ
• สัญกรณของการดำเนินการตามแถว เราจำกัดอยูในรูปที่กลาวถึงขางตนเทานั้น ตัวอยางรูปฟอรมตอไปนี้ไมมี

ความหมาย

R1 + 2R2,

R1 −R2,

2R1 + 3R3

บทนิยาม 1.1.2 (สมมูลตามแถว (Row equivalent))
เมทริกซสองเมทริกซ สมมูลตามแถว (row equivalent) ก็ตอเมื่อเมทริกซหนึ่ง สามารถแปลงเปนอีกเมทริกซไดโดย
วิธีการดำเนินการตามแถว (row operations)
หมายเหตุ
• A Ri↔Rj∼ B ก็ตอเมื่อ B Rj↔Ri∼ A

• A kRi∼ B ก็ตอเมื่อ B
1
k
Ri∼ A

• A kRi+Rj∼ B ก็ตอเมื่อ B −kRi+Rj∼ A

โจทยปญหา 3
จงหาเมทริกซคูที่สมมูลตามแถว (row equivalent)

1.
[

1 −3

−2 6

]
,

[
1 −3

−2 5

]

2.
[
1 −3

3 4

]
,

[
1 −3

1 10

]

บทนิยาม 1.1.3 (สมาชิกหลัก, ตัวแปรหลัก, รูปขั้นบันไดลดรูป (Leading entry, leading variable, reduced
echelon form))

เรา เรียก เลขจำนวน แรก ที่ ไมใช ศูนย ใน แตละ แถว ของ เม ทริกซ แตง เติม วา สมาชิก หลัก (leading entry)
ของแถวนั้น

เรา เรียก ตัวแปร ใน แตละ แถว ของ สมการ ที่ มี สมาชิก หลัก (leading entry) เปน สัมประสิทธิ์ วา ตัวแปร หลัก
(leading variable)

เมทริกซแตงเติมอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form) ก็ตอเมื่อ

1. สมาชิกหลักในแตละแถว อยูทางขวาของสมาชิกหลักในแถวกอนหนา (ยกเวนแถวแรก)

2. แถวที่มีสมาชิกไมเปนศูนยจะอยูเหนือแถวที่มีแตสมาชิกศูนยเสมอ

3. สมาชิกหลักในแตละแถวเปนเลข 1 และเปนตัวเลขที่ไมใชศูนยเพียงตัวเดียวในคอลัมนนั้น

ระบบสมการเชิงเสนอยูรูปขั้นบันได ก็ตอเมื่อ เมทริกซแตงเติมของระบบสมการเชิงเสนนั้นอยูในรูปขั้นบันได
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หมายเหตุ

• นิยามรูปขั้นบันไดของเมทริกซก็เปนไปในลักษณะเดียวกัน

โจทยปญหา 4
เมทริกซแตงเติมในขอใดอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)

(a)
[
0 2 0

0 2 0

∣∣∣∣∣ 13
]

(b)
[
2 3 4

0 2 0

∣∣∣∣∣ 47
]

(c)
[
0 0 0

0 0 3

∣∣∣∣∣ 03
]

(d)
[
0 3 1

1 2 0

∣∣∣∣∣ 47
]

และสำหรับเมทริกซแตงเติมที่อยูในรูปขั้นบันไดลดรูป จงหาสมาชิกหลักของแตละแถว และตัวแปรหลักของแตละ
สมการ

โจทยปญหา 5
เมทริกซใดตอไปนี้อยูรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)1 0 1

0 2 2

0 0 1

 ,

0 0 0

0 2 7

0 0 1

 ,

0 1 5

0 1 2

0 0 0


0 0 1

0 1 1

1 1 1

 ,

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

0 0 1

1 0 0

0 1 0



ขั้นตอนการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน
ขั้นตอนการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิง เสน (SLE) ดวยวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan
reduction)

1. เขียนระบบสมการในรูปเมทริกซแตงเติม

2. ใชการดำเนินการตามแถว (row operations) แปลงเมทริกซแตงเติมจนอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced
echelon form)

ตัวอยาง 1.1.1
จงใชการดำเนินการตามแถวกับเมทริกซแตงเติมของระบบสมการ (1.1) จนอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป และหาผลเฉลย
ของระบบสมการนี้
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วิธีทำ เราเขียนเมทริกซแตงเติมไดวา 1 1 0

2 −1 3

1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
0

3

3


และใชการดำเนินการตามแถว1 1 0

2 −1 3

1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
0

3

3

 −2R1+R2∼
−R1+R3

 1 1 0

0 −3 3

0 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣
0

3

3


1
3
R2+R1∼

−R2+R3

 1 0 1

0 −3 3

0 0 −4

∣∣∣∣∣∣∣
1

3

0


− 1

3
R2∼

− 1
4
R3

 1 0 1

0 1 −1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

0


−R3+R1∼
R3+R2

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

0


สังเกตวาเมทริกซแตงเติมสุดทายอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป ดังนั้น

x1 = 1

x2 = −1

x3 = 0

ดังนั้น เซตผลเฉลยคือ 
 1

−1

0




ตัวอยาง 1.1.2
จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

x+y − 2z = −2

y + 3z = 7

x − z = 1

วิธีทำ เราเขียนเมทริกซแตงเติมไดวา 1 1 −2

0 1 3

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

1
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และใชการดำเนินการตามแถว1 1 −2

0 1 3

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

1

 −R1+R3∼

1 1 −2

0 1 3

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

3


−R2+R1∼
R2+R3

1 0 −5

0 1 3

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣
−9

7

10


1
4
R3∼

1 0 −5

0 1 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−9

7

2.5


5R3+R1∼
−3R3+R2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
3.5

−0.5

3


ดังนั้น x1 = 3.5, x2 = −0.5 และ x3 = 3 และเซตผลเฉลยคือ

{[
3.5 −0.5 3

]T}
โจทยปญหา 6
จงใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดนในการหาผลเฉลยของระบบสมการ

x+ y + z = 6

x+ 2y + 3z = 11

2x+ 3y − z = 3

เซตผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน

เซตผลเฉลยของสมการ Ax = b คือ

{ s | As = b }

การใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดนทำใหเราสามารถเขียนเซตผลเฉลยใหชัดแจงมากขึ้น เชนใน กรณีของระบบ

สมการ (1.1) เซตผลเฉลยคือ 


1

−1

0




ซึ่งมีสมาชิกเพียงตัวเดียว ในขณะที่ระบบสมการ

x+ y = 0

2x− y + 3z = 3

3x + 3z = 7
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มีเซตผลเฉลยเปน ∅ หรือไมมีผลเฉลยนั่นเอง ยังมีกรณีซึ่งเซตผลเฉลยมีจำนวนผลเฉลยเปนอนันต การเขียนเซตผล

เฉลยจะไดกลาวถึงในลำดับตอไป กอนอื่น เรานิยามตัวแปรอิสระ

บทนิยาม 1.1.4 (ตัวแปรอิสระ (Free variables))
เราเรียกตัวแปรอื่นที่ไมใชตัวแปรหลัก (leading variable) ของแตละสมการในระบบสมการเชิงเสนที่อยูในรูปขั้นบันได
ลดรูปวา ตัวแปรอิสระ (free variables)

ตัวอยาง 1.1.3
ตัวแปรอิสระของระบบสมการ

x1 + x3 = 1

x2 − 2x3 = 7

คือตัวแปรใด

วิธีทำ [
1 0 1

0 1 −2

∣∣∣∣∣ 17
]

เมทริกซอยูในรูปขั้นบันไดลดรูปแลว มี x1 และ x2 เปนตัวแปรหลัก และมี x3 เปนตัวแปรอิสระ

หลักการหาเซตผลเฉลยในกรณีที่จำนวนผลเฉลยเปนอนันตก็คือ หลังจากที่เราไดเมทริกซแตงเติมในรูปขั้นบันไดลด

รูป ใหเขียนตัวแปรหลัก ในพจนของตัวแปรอิสระ (free variable)

ตัวอยาง 1.1.4
จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการ

x1 + x2 + x3 = 1

x1 + 4x2 − x3 = 8

วิธีทำ [
1 1 1

1 4 −1

∣∣∣∣∣ 18
]

−R1+R2∼

[
1 1 1

0 3 −2

∣∣∣∣∣ 17
]

เมทริกซหลังอยูในรูปขั้นบันไดแลว มี x1 และ x2 เปนตัวแปรนำ และมี x3 เปนตัวแปรอิสระ ใชกระบวนการแทนที่
ยอนกลับ จะไดวา

x2 =
2

3
x3 +

7

3

x1 = −x2 − x3 + 1 = −5

3
x3 −

4

3

ดังนั้นเราเขียนผลเฉลยไดวา x1x2
x3

 =

−
5
3x3 −

4
3

2
3x3 +

7
3

x3

 = x3

−
5
3
2
3

1

+

−
4
3
7
3

0
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และมีเซตผลเฉลย 
−4/3

7/3

0

+ t

−5/3

2/3

1


∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R



ทฤษฎีบท 1.1.2 (รูปทั่วไปของเซตผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนเอกพันธุ (homogeneous linear system))
สำหรับระบบสมการเชิงเสนเอกพันธุใด ๆ ที่มีตัวแปรอิสระ k ตัว จะมีเวกเตอร u1, u2, …, uk ที่ทำให เซตผลเฉลย
เขียนไดในรูปของ

{ c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk | c1, c2, . . . , ck ∈ R }

และแตละเวกเตอร ui, i = 1, 2, …, k ก็เปนผลเฉลยของระบบสมการเอกพันธุ

สำหรับระบบสมการเชิงเสนไมเอกพันธุใด ๆ (ในรูปสมการเมทริกซ Ax = b) เราเรียกระบบสมการเชิงเสนเอกพันธุ (ใน

รูปสมการเมทริกซ Ax = 0) วาระบบสมการเชิงเสนเอกพันธสุมทบ (associated homogeneous linear system)

ทฤษฎีบท 1.1.3 (รูปทั่วไปของเซตผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนไมเอกพันธุ (nonhomogeneous linear
system) ซึ่งมีผลเฉลย)
สำหรับระบบสมการเชิงเสนไมเอกพันธุใด ๆ ซึ่งมีเวกเตอร p เปนผลเฉลยเฉพาะ (ผลเฉลยที่ไมติดคาคงตัวใด ๆ) และ
มีตัวแปรอิสระ m ตัว จะมีเวกเตอร u1, u2, …, um ที่ทำให เซตผลเฉลยเขียนไดในรูปของ

{ p+ c1u1 + c2u2 + · · ·+ cmum | c1, c2, . . . , cm ∈ R }

และแตละเวกเตอร ui, i = 1, 2, …, m เปนผลเฉลยของระบบสมการเอกพันธุสมทบ

หมายเหตุ
• ระบบสมการไมเอกพันธุบางระบบสมการไมมีผลเฉลย

โจทยปญหา 7 จงหาผลเฉลยของระบบสมการ เชิง เสน โดยใช วิธี การลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan
reduction)

2x1 + 6x2 + x3 + 2x4 = 5

3x2 + x3 + 4x4 = 1

3x2 + x3 + 2x4 = 5

โจทยปญหา 8
จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนเอกพันธุ (homogeneous)

7x − 7z = 0

8x+ y − 5z − 2w = 0

y − 3z = 0

3y − 6z − w = 0



10 บทที่ 1. ระบบสมการเชิงเสน

แบบฝกหัด

1. พิจารณาระบบสมการตอไปนี้ ระบบสมการใดจัดเปนระบบสมการเชิงเสน และสำหรับระบบสมการเชิงเสนให

เขียน ในรูปสมการเมทริกซ

x+ 2y = 3 x2 + y = 1 xy = 1

y − 2x = 1 y2 − x = 2
√
x− y = 2

2. พิจารณาเมทริกซตอไปนี้
3 4 5

0 6 7

0 0 1

 ,


0 1 0

1 0 1

0 0 1

 ,


0 1 0

0 0 0

1 0 0

 ,


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,


1 0 1

0 1 0

0 0 0

 ,


0 0 1

0 1 1

0 0 1


(a) เมทริกซใดอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)

(b) เมทริกซคูใดสมมูลตามแถว (row equivalent)

3. เมทริกซแตงเติม (augmented matrix) ในขอใดอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)
1 2 3

1 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

1

 ,


0 0 0

0 7 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

4

 ,


0 0 5

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

0

1

 ,


1 2 3

0 5 6

0 0 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

7

9

 ,


0 0 0

0 0 2

0 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

3

6


4. พิจารณาระบบสมการเชิงเสน

x − z = 0

3x+ y = 1

−x+ y + z = 4

(a) ระบบสมการนี้เปนระบบสมการเอกพันธุ (homogeneous) หรือไมเอกพันธุ (nonhomogeneous)

(b) จงเขียนระบบสมการดังกลาวในรูปเมทริกซแตงเติม (augmented matrix)

(c) ใชการดำเนินการตามแถว (row operations) แปลงเมทริกซแตงเติมใหอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced

echelon form)

(d) จากรูปขั้นบันไดของเมทริกซแตงเติม จงหาสมาชิกหลัก (leading entry), และตัวแปรหลัก (leading

variable) ของแตละแถว
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(e) ระบบสมการในรูปขั้นบันไดลดรูป มีตัวแปรอิสระหรือไม

(f) จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการดังกลาว

5. จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

(a)

2x+ y + z = 10

3x+ 3y = 9

5x+ 4y + z = 19

(b)

x+ y + z = 11, 000

4x+ 5y + 7z = 63, 000

x+ 2y + 3z = 25, 000

(c)

x+ y + z = 1

x − z = 2

x− 2y − 5z = 3

(d)

x1+ x2 + 5x4 = 1

x1 + x3 + 2x4 = 1

x1−3x2 + 4x3 − 7x4 = 1

x2 − x3 + 3x4 = 0

(e)

x+ 3z = −1

3x+ 2y + 11z = 1

x+ y + 4z = 1

2x− 3y + 3z = −8

(f)

x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 0

x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 0

x1 − x2 − x3 + x4 − x5 = 0

x1 + x2 − x3 − x4 − x5 = 0

(g)

2x+ 2y + 3z = 1

3x+ 3y + 4z = 2

5x+ 5y + 5z = 4
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1.2 การลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

ในหัวขอแรก เราใชวิธีของเกาส (Gauss' method) คูไปกับกระบวนการแทนที่ยอนกลับในการหาผลเฉลยของระบบ

สมการเชิงเสน ในหัวขอนี้เราจะขยายวิธีของเกาสตอไปอีก ที่เรียกวาการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan

reduction) วิธีนี้จะทำใหเราไดผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน โดยไมผานกระบวนการแทนที่ยอนกลับอีก

บทนิยาม 1.2.1 (รูปขั้นบันไดลดรูป (Reduced echelon form))
เมทริกซอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form) ก็ตอเมื่อ

1. เมทริกซนั้นอยูรูปขั้นบันได (echelon form)

2. สมาชิกหลัก (leading entry) ในแตละแถวเปนเลข 1 และเปนตัวเลขที่ไมใชศูนยเพียงตัวเดียวในคอลัมนนั้น

โจทยปญหา 9
เมทริกซใดตอไปนี้อยูรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)

1 0 1

0 2 2

0 0 1

 ,

0 0 0

0 2 7

0 0 1

 ,

0 1 5

0 1 2

0 0 0


0 0 1

0 1 1

1 1 1

 ,

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

0 0 1

1 0 0

0 1 0



ตัวอยาง 1.2.1
จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

x+y − 2z = −2

y + 3z = 7

x − z = 1

วิธีทำ เราเขียนเมทริกซแตงเติมไดวา 1 1 −2

0 1 3

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

1
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และใชการดำเนินการตามแถว1 1 −2

0 1 3

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

1

 −R1+R3∼

1 1 −2

0 1 3

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣
−2

7

3


−R2+R1∼
R2+R3

1 0 −5

0 1 3

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣
−9

7

10


1
4
R3∼

1 0 −5

0 1 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−9

7

2.5


5R3+R1∼
−3R3+R2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
3.5

−0.5

3


ดังนั้น x1 = 3.5, x2 = −0.5 และ x3 = 3 และเซตผลเฉลยคือ

{[
3.5 −0.5 3

]T}
บทนิยาม 1.2.2 (สมมูลตามแถว (Row equivalent))
เมทริกซสองเมทริกซ สมมูลตามแถว (row equivalent) ก็ตอเมื่อเมทริกซหนึ่ง สามารถแปลงเปนอีกเมทริกซไดโดย
วิธีการดำเนินการตามแถว (row operations)

หมายเหตุ

• A Ri↔Rj∼ B ก็ตอเมื่อ B Rj↔Ri∼ A

• A kRi∼ B ก็ตอเมื่อ B
1
k
Ri∼ A

• A kRi+Rj∼ B ก็ตอเมื่อ B −kRi+Rj∼ A

โจทยปญหา 10
จงหาเมทริกซคูที่สมมูลตามแถว (row equivalent)

1.
[

1 −3

−2 6

]
,

[
1 −3

−2 5

]

2.
[
1 −3

3 4

]
,

[
1 −3

1 10

]

โจทยปญหา 11 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนโดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan
reduction)

2x1 + 6x2 + x3 + 2x4 = 5

3x2 + x3 + 4x4 = 1

3x2 + x3 + 2x4 = 5
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แบบฝกหัด

1. พิจารณาเมทริกซตอไปนี้ 
3 4 5

0 6 7

0 0 1

 ,


0 1 0

1 0 1

0 0 1

 ,


0 1 0

0 0 0

1 0 0

 ,


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,


1 0 1

0 1 0

0 0 0

 ,


0 0 1

0 1 1

0 0 1


(a) เมทริกซใดอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form)

(b) เมทริกซคูใดสมมูลตามแถว (row equivalent)

2. จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการ โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

2x+ y + z = 10

3x+ 3y = 9

5x+ 4y + z = 19

3. จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการ โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

x+ y + z = 11, 000

4x+ 5y + 7z = 63, 000

x+ 2y + 3z = 25, 000

4. จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการ โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

x+ y + z = 1

x − z = 2

x− 2y − 5z = 3
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5. จงหาเซตผลเฉลยของระบบสมการ โดยใชวิธีการลดทอนแบบเกาส-จอรแดน (Gauss-Jordan reduction)

x1+ x2 + 5x4 = 1

x1 + x3 + 2x4 = 1

x1−3x2 + 4x3 − 7x4 = 1

x2 − x3 + 3x4 = 0
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1.3 คาลำดับชั้น (Rank)

เมื่อเราทำการดำเนินการตามแถว (row operations) กับเมทริกซหนึ่ง ๆ เราจะพบวา เมทริกซในรูปขั้นบันไดลดรูป

(reduced echelon form) มีไดเมทริกซเดียว มีโครงสรางสำคัญประการหนึ่งคือ จำนวนของสมาชิกหลัก (leading

entry) ซึ่งก็คือจำนวนแถวที่ไมใชแถวศูนย (แถวที่มีแตสมาชิกเปนศูนย) นั่นเอง จำนวนนี้มีประโยชนมากในการพิ-

จารณาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน

บทนิยาม 1.3.1 (คาลำดับชั้นของเมทริกซ (Rank))
ให A เปนเมทริกซขนาด m× n

คาลำดับชั้น (rank) ของเมทริกซ A เขียนแทนดวย rank A คือ จำนวนแถวที่ไมใชแถวศูนยของเมทริกซรูปขั้นบันได
ลดรูป (reduced echelon form) ของ A

โจทยปญหา 12
จงหาคาลำดับชั้น (rank) ของเมทริกซ 1 2

3 6

0 0


หมายเหตุ

• ให A เปนเมทริกซขนาด m× n และ rank A = r และให U เปนเมทริกซในรูปขั้นบันไดลดรูปของ A แลว

r = จำนวนแถวที่ไมใชแถวศูนยของ U
= จำนวนคอลัมนของสมาชิกหลัก (leading entry) ของ U
≤ min{m,n}

ทฤษฎีบท 1.3.1 (ประเภทของผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน)
ระบบสมการเชิงเสนหนึ่งมี m สมการ n ตัวแปร

Ax = b

และมีเมทริกซแตงเติม (augmented matrix) M = [A|b]

กรณี 1 ถา rank A < rank M แลวระบบสมการนี้ไมมีผลเฉลย

กรณี 2 ถา rank A = rank M = n แลวระบบสมการนี้มีผลเฉลยเดียว

กรณี 3 ถา rank A = rank M < n แลวระบบสมการนี้มีจำนวนผลเฉลยเปนอนันต

โจทยปญหา 13
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จงตรวจสอบวาระบบสมการวาอยูในประเภทใดถาระบบสมการนี้มีเมทริกซแตงเติม

M = [A|b] =


1 1

−1 1

2 4

3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

5

6


โจทยปญหา 14
จงตรวจสอบวาระบบสมการวาอยูในประเภทใดถาระบบสมการนี้มีเมทริกซแตงเติม

M = [A|b] =


1 1

−1 1

2 4

3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

4

3


โจทยปญหา 15
จงตรวจสอบวาระบบสมการวาอยูในประเภทใดถาระบบสมการนี้มีเมทริกซแตงเติม

M = [A|b] =

 1 −2 4

−2 5 5

5 −12 −6

∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

3



ทฤษฎีบท 1.3.2
ระบบสมการเชิงเสนที่มี m สมการ n ตัวแปร ซึ่ง m < n มีสองทางที่เปนไปไดคือ

1. ระบบสมการไมมีผลเฉลย

2. ระบบสมการมีจำนวนผลเฉลยเปนอนันต

ถาระบบสมการมีเมทริกซแตงเติม [A|b] และ rank A = m แลวระบบสมการจะมีจำนวนผลเฉลยเปนอนันต
สำหรับทุก ๆ b

ทฤษฎีบท 1.3.3
ระบบสมการเชิงเสนที่มี n สมการ n ตัวแปร และมีเมทริกซแตงเติม [A|b] โดยที่ rank A = n จะมีผลเฉลยเดียว
สำหรับทุก ๆ b

โจทยปญหา 16 พิจารณาระบบสมการเชิงเสน

x+ 2y = a

3x+ 4y = b

โดยที่ a และ b เปนคาคงตัวใด ๆ จงหาเมทริกซแตงเติม (augmented matrix) [A|b] ของระบบสมการนี้ และแปลง
ใหอยูในรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced echelon form) จากนั้นหา rank A ระบบสมการนี้มีผลเฉลยหรือไม ถามีใหหา
ผลเฉลย
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แบบฝกหัด

1. จงหาคาลำดับชั้น (rank) ของเมทริกซตอไปนี้ 1 −1

−2 2

 ,

 1 −1

−2 3

 ,

0 0

0 1

 ,

1 0 0

5 5 5

 ,


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ,


1 −2 3

−5 10 −15

4 −8 12


2. พิจารณาเมทริกซ

A =


1 1 1 −1

1 2 a 2b

1 a 2 −2


จงหาคาของ a และ b ที่ทำให rank A = 2 และ rank A = 3

3. ระบบสมการหนึ่งมีเมทริกซแตงเติม (augmented matrix)

M = [A|b] =



2 −3 1

5 2 4

1 1 −1

3 −2 2

−2 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7

8

1

8

−11


(a) จงหา rank A และ rank M

(b) ระบบสมการนี้มีผลเฉลยหรือไม

(c) จงหาจำนวนตัวแปรอิสระ (free variables) ของระบบสมการนี้จากเมทริกซรูปขั้นบันไดลดรูป (reduced

echelon form) ของ M

(d) ถาระบบสมการนี้มีผลเฉลย จงหาเซตผลเฉลย

4. พิจารณาเมทริกซแตงเติม (augmented matrix)

M = [A|b] =


1 2 3

0 2 1

1 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2

b3


จงหา rank A, rank M และเงื่อนไขที่ทำใหระบบสมการนี้มีจำนวนผลเฉลยเปนอนันต
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5. พิจารณาเมทริกซสัมประสิทธิ์

A =



1 2 3

4 9 13

7 14 22

9 18 27


ของระบบสมการเชิงเสนเอกพันธุ (homogeneous) จงหา rank A และจำนวนผลเฉลยของระบบสมการนี้

และหาเซตผลเฉลย
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บทที่ 2

ปริภูมิเวกเตอร (Vector space)

2.1 ปริภูมิเวกเตอร (Vector space)
บทนิยาม 2.1.1 (ปริภูมิเวกเตอร (Vector space))
ให V เปนเซตพรอมดวยตัวดำเนินการ การบวก (addition) และ การคูณดวยสเกลาร (scalar multiplication)
ถา u, v ∈ V และ α เปนสเกลาร
การบวก u และ v เราเขียนแทนดวย

u⊕ v

การคูณ v ดวยสเกลาร α เราเขียนแทนดวย
αv

เราเรียก V พรอมดวยการดำเนินการบวก และการคูณดวยสเกลารวา ปริภูมิเวกเตอร (vector space) ก็ตอเมื่อ
สัจพจน (axiom) ตอไปนี้เปนจริงสำหรับสมาชิก u, v, w ใน V และสเกลาร α, β ใด ๆ

สัจพจนการปด (Axioms of closure)

(C1) u⊕ v ∈ V

(C2) αv ∈ V

สัจพจนการบวก (Axioms of addition)

(A1) u⊕ v = v⊕ u
(A2) (u⊕ v)⊕ w = u⊕ (v⊕ w)
(A3) มีสมาชิก 0 ∈ V เรียกวา เอกลักษณการบวก ของ V ซึ่งมีสมบัติวา v⊕ 0 = v สำหรับ v ∈ V

(A4) สำหรับแตละสมาชิก v ∈ V จะมี −v ∈ V เรียกวา ตัวผกผันการบวก ของ v ซึ่งมีสมบัติวา
v⊕ (−v) = 0

สัจพจนการคูณดวยสเกลาร (Axioms of scalar multiplication)

(A5) (α+ β)v = αv⊕ βv
(A6) α(u⊕ v) = αu⊕ αv
(A7) (αβ)v = α(βv)
(A8) 1v = v

เราเรียกสมาชิกของปริภูมิ V วาเวกเตอร

21
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ตัวอยาง 2.1.1
จงตรวจสอบวาเซตของเวกเตอรระบุตำแหนง (position vector) V2 = { ⟨a, b⟩ | a, b ∈ R } พรอมดวยการบวก
และการคูณดวยสเกลารปกติ เปนปริภูมิเวกเตอร นั่นคือ

⟨a, b⟩+ ⟨c, d⟩ = ⟨a+ c, b+ d⟩

α⟨a, b⟩ = ⟨αa, αb⟩

กำหนดให ⟨a, b⟩ และ ⟨a, b⟩ เปนเวกเตอรระบุตำแหนง และ α, β เปน สเกลาร
วิธีทำ เราตองตรวจสอบสัจพจนทั้งสามกลุมวาเปนจริง ดังนี้

สัจพจนการปด (Axioms of closure)

(C1) ⟨a, b⟩+ ⟨c, d⟩ = ⟨a+ c, b+ d⟩ ∈ V2

(C2) α⟨a, b⟩ = ⟨αa, αb⟩ ∈ V2

สัจพจนการบวก (Axioms of addition)

(A1)

⟨a, b⟩+ ⟨c, d⟩ = ⟨a+ c, b+ d⟩

= ⟨a+ c, b+ d⟩

= ⟨c, d⟩+ ⟨a, b⟩

(A2) (
⟨a, b⟩+ ⟨c, d⟩

)
+ ⟨e, f⟩ = ⟨a+ c, b+ d⟩+ ⟨e, f⟩

= ⟨(a+ c) + e, (b+ d) + f⟩

= ⟨a+ (c+ e), b+ (d+ f)⟩

= ⟨a, b⟩+ ⟨c+ e, d+ f⟩

= ⟨a, b⟩+
(
⟨c, d⟩+ ⟨e, f⟩

)
(A3) มีสมาชิก ⟨0, 0⟩ ∈ V2 เรียกวา เอกลักษณการบวก ของ V2 ซึ่งมีสมบัติวา

⟨a, b⟩+ ⟨0, 0⟩ = ⟨a+ 0, b+ 0⟩

= ⟨a, b⟩

สำหรับ ⟨a, b⟩ ∈ V2

(A4) สำหรับแตละสมาชิก ⟨a, b⟩ ∈ V2 จะมีตัวผกผันการบวกคือ ⟨−a,−b⟩ ∈ V2 ซึ่งมีสมบัติวา

⟨a, b⟩+ ⟨−a,−b⟩ = ⟨a+ (−a), b+ (−b)⟩

= ⟨a− a, b− b⟩

= ⟨0, 0⟩

สัจพจนการคูณดวยสเกลาร (Axioms of scalar multiplication)
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(A5)

(α+ β)⟨a, b⟩ = ⟨(α+ β)a, (α+ β)b⟩

= ⟨αa+ βa, αb+ βb⟩

= ⟨αa, αb⟩+ ⟨βa, βb⟩

= α⟨a, b⟩+ β⟨a, b⟩

(A6)

α
(
⟨a, b⟩+ ⟨c, d⟩

)
= α

(
⟨a+ c, b+ d⟩

)
= ⟨α(a+ c), α(b+ d)⟩

= ⟨αa+ αc, αb+ αd⟩

= ⟨αa, αb⟩+ ⟨αc, αd⟩

= α⟨a, b⟩+ α⟨c, d⟩

(A7)

(αβ)⟨a, b⟩ = ⟨(αβ)a, (αβ)b⟩

= ⟨α(βa), α(βb)⟩

= α
(
⟨βa, βb⟩

)
= α

(
β⟨a, b⟩

)
(A8) 1v = v

1⟨a, b⟩ = ⟨1a, 1b⟩

= ⟨a, b⟩

นั่นคือ V2 เปนปริภูมิเวกเตอร

ตัวอยาง 2.1.2
ตัวอยางของเซตพรอมดวยตัวดำเนินการที่เหมาะสม ซึ่งเปนปริภูมิเวกเตอรไดแก

1. เซตของเมทริกซ Rm×n พรอมดวยการบวก และการคูณดวยสเกลารปกติ

2. เซตของฟงกชันคาจริง F(−∞,∞) พรอมดวยการบวก และการคูณดวยสเกลารปกติ

3. เซตของฟงกชันคาจริงบน [a, b], F[a, b] พรอมดวยการบวก และการคูณดวยสเกลารปกติ

วิธีทำ การแสดงวาเปนปริภูมิเวกเตอร สามารถเช็คไดจากสัจพจนทั้งสิบขอที่ไดกลาวถึง (ลองทำดู)
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ปริภูมิยอย (Subspace)
บทนิยาม 2.1.2 (ปริภูมิยอย (Subspace))
ให V เปนปริภูมิเวกเตอร ให U เปนเซตยอยของ V
เซต U เปนปริภูมิยอย (subspace) ของ V ก็ตอเมื่อเงื่อนไข สองขอตอไปนี้เปนจริง

สมบัติปดการบวก (S1) : u+ v ∈ U สำหรับแตละ u และ v ∈ U

สมบัติปดการคูณดวยสเกลาร (S2) : αv ∈ U สำหรับทุก ๆ v ∈ U และทุก ๆ สเกลาร α

ตัวอยาง 2.1.3
พิจารณาเซตของเวกเตอร U ⊂ V2

U = { ⟨a, a⟩ | a ∈ R }

จงแสดงวา U เปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร V2

วิธีทำ สมบัติปดการบวก (S1) : ให u = ⟨u, u⟩ และ v = ⟨v, v⟩ ∈ U ดังนั้น

u+ v = ⟨u, u⟩+ ⟨v, v⟩ = ⟨u+ v, u+ v⟩

ดังนั้น u+ v ∈ U

สมบัติปดการคูณดวยสเกลาร (S2) : ให u = ⟨u, u⟩ และ α ∈ R ดังนั้น

αu = α⟨u, u⟩ = ⟨αu, αu⟩

ดังนั้น U เปนปริภูมิยอยของ V2

ตัวอยาง 2.1.4
พิจารณาเซตของฟงกชันพหุนามที่มีดีกรีนอยกวาหรือเทากับ n, Pn

Pn = { a0 + a1t+ · · ·+ ant
n | a0, a1, . . . , an ∈ R }

จงแสดงวา Pn เปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร F(−∞,∞)

วิธีทำ ให p = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n และ q = b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n ∈ Pn จะไดวา

p+ q = (a0 + a1t+ · · ·+ ant
n) + (a0 + a1t+ · · ·+ ant

n)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)t+ · · ·+ (an + bn)t
n ∈ Pn

ให α เปนสเกลาร จะไดวา

αp = α(a0 + a1t+ · · ·+ ant
n)

= (αa0) + (αa1)t+ · · ·+ (αan)t
n ∈ Pn

เนื่องจาก F(−∞,∞) เปนปริภูมิเวกเตอร และ Pn ⊂ F(−∞,∞) มีสมบัติปดการบวกและการคูณดวยสเกลาร
เราจึงสรุปไดวา Pn เปนปริภูมิยอยของ F(−∞,∞)
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โจทยปญหา 17
พิจารณาเซต U ⊂ R2×2 โดยที่

U =

{[
a b

0 c

] ∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}

จงแสดงวา U เปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร R2×2
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แบบฝกหัด

1. ให V เปนเซตของเวกเตอรใน R2 พรอมดวยการบวก ⊕ และการคูณดวยสเกลาร ∗ ที่นิยามดังนี้x1
y1

⊕

x2
y2

 =

x1 + x2

y1 + y2

+

1
0


α ∗

x1
y1

 =

αx1
αy1

+

α− 1

0


จงแสดงวา V เปนปริภูมิเวกเตอร

2. ให V เปนเซตของคูอันดับของจำนวนจริง (a, b) และนิยามการบวกวา

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

นิยามการคูณดวยสเกลารวา

k(a, b) = (ka, 0)

จงแสดงวา V ไมใชปริภูมิเวกเตอร

3. เซตยอยในขอใดเปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร R2

(a)
{x

y

 ∣∣∣∣∣ xy ≥ 0

}

(b)
{x

y

 ∣∣∣∣∣ x = y

}
(c)

{x
y

 ∣∣∣∣∣ x2 = y2

}

(d)
{x

y

 ∣∣∣∣∣ x = y2

}

4. เซตในขอใดเปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร R2×2

(a)


a 0

0 b

 ∣∣∣∣∣ a, b ∈ R


(b)


0 b

c a

 ∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R



(c) {A | Ak = 0 สำหรับบางจำนวนเต็มบวก k }

(d)


a b

c d

 ∣∣∣∣∣ a+ d = 0



5. เซตในขอใดเปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร P2
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(a) { at+ bt2 | a, b ∈ R }

(b) { a+ bt+ ct2 | a+ 2b+ 3c = 0 }

(c) { p | p(0) = 0 }

(d) { a+ bt | a, b ∈ R }
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2.2 การเปนอิสระเชิงเสน (Linear independence)
บทนิยาม 2.2.1 (ผลรวมเชิงเสน (Linear combination), span)
ให V เปนปริภูมิเวกเตอร
ให S = { v1, v2, . . . , vk } ⊂ V
เราเรียกเวกเตอร

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk (2.1)

วา ผลรวมเชิงเสน (linear combination) ของ v1, v2, . . . , vk โดยที่ α1, α2, . . . , αk เปนสเกลาร
เซตของทุก ๆ ผลรวมเชิงเสน (2.1) ของ v1, v2, . . . , vk เรียกวา สแปน (span) ของ { v1, v2, . . . , vk } และเขียน
แทนดวย

span{v1, v2, . . . , vk } หรือ spanS

ตัวอยาง 2.2.1
ในปริภูมิเวกเตอร 3 มิติ V = R3 กำหนด S = {i, j, k}
จงแสดงวา spanS = V
(หรือเขียนเปนประโยคภาษาอังกฤษไดวา S spans V .)

ตัวอยาง 2.2.2
จงหา span {i, j}

หมายเหตุ

• คำวา span ที่เราไดกลาวถึงมามีสองความหมาย คือ

1. ความหมายที่เปนคำนาม หมายถึง เซตของผลรวมเชิงเสนดังในบทนิยาม (2.2.1) ของผลรวมเชิงเสน
2. ความหมายที่เปนคำกิริยา หมายถึง แผทั่วในบทนิยาม (2.2.2) ของเซตแผทั่ว

เนื้อความรอบขางจะทำใหเขาใจคำวา span ที่กำลังกลาวถึง

ตัวอยาง 2.2.3
ในปริภูมิเวกเตอร P1
พิจารณา p1 = 4, p2 = 1 + 3t, และ p3 = 1− t, จงแสดงวา 16 + 4t ∈ span{ p1, p2, p3 }

วิธีทำ
16 + 4t = 2p1 + 3p2 + 5p3

โจทยปญหา 18
ในปริภูมิเวกเตอร R2×2

พิจารณา A1 =

[
−1 0

2 1

]
, A2 =

[
1 1

1 0

]
และ B =

[
1 0

0 1

]
เมทริกซ B เขียนไดในรูปผลรวมเชิงเสน (linear combination) ของ A1 และ A2 หรือไม?
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ทฤษฎีบท 2.2.1
ให S = { v1, v2, . . . , vk } เปน เซตยอยของปริภูมิเวกเตอร V แลว

1. spanS เปนปริภูมิยอยของ V

2. spanS เปนปริภูมิยอยที่เล็กที่สุดของ V ซึ่ง มี S เปนเซตยอย

ตัวอยาง 2.2.4
ในปริภูมิเวกเตอร R2×2

พิจารณา A1 =

[
−1 0

2 1

]
, A2 =

[
1 1

1 0

]
และ S = {A1,A2 } จากท.บ. (2.2.1) จะไดวา spanS เปนปริภูมิ

ยอยของ R2×2 แตไมเทากับ R2×2

วิธีทำ ลองหาสมาชิกใน R2×2 แตไมไดอยูใน spanS

บทนิยาม 2.2.2 (เซตแผทั่ว (Spanning set))
ให U เปนปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร V ให S เปนเซตยอยของ U
ถา spanS = U แลวเรากลาววา S เปน เซตแผทั่ว (spanning set) ของ U บางครั้งเรากลาววา S แผทั่ว (span)
U

ตัวอยาง 2.2.5
S = { 1, t, t2 } เปนเซตแผทั่ว (spanning set) ของ P2
วิธีทำ สังเกตวาสำหรับสมาชิก p ใด ๆใน P2 อยูในรูป

p = a0 + (a1)t+ (a2)t
2

ซึ่งชัดเจนวาเขียนอยูในรูปผลรวมเชิงเสนของสมาชิกใน S

โจทยปญหา 19

ให U =

{[
a b

0 c

] ∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}
ให S = {E1,E2,E3 } โดยที่

E1 =

[
1 0

0 0

]
, E2 =

[
0 1

0 0

]
, E3 =

[
0 0

0 1

]
จงแสดงวา U = spanS

บทนิยาม 2.2.3 (การเปนอิสระเชิงเสน (Linear independece)) , การไมเปนอิสระเชิงเสน (Linear dependence)]
ให V เปนปริภูมิเวกเตอร
เรากลาววาเซต S = { v1, v2, . . . , vk } ⊂ V เปนอิสระเชิงเสน (linearly independent) ถาสมการ

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xkvk = 0 (2.2)

มีผลเฉลยเดียวคือ x1 = x2 = · · · = xk = 0

เรากลาววาเซต S ไมเปนอิสระเชิงเสน (linearly dependent) ถาสมการ (2.2) มี ผลเฉลยซึ่งบาง x1, x2, …, xk
ไมเปนศูนย
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โจทยปญหา 20
พิจารณาปริภูมิเวกเตอร R2×2

ให S = {A1,A2,A3 } ⊂ R2×2 โดยที่

A1 =

[
1 0

3 2

]
, A2 =

[
−1 2

3 2

]
, A3 =

[
5 −6

−3 −2

]
จงแสดงวาเซต S ไมเปนอิสระเชิงเสน (linearly dependent)

2.3 ฐานหลักและมิติ (Basis and dimension)
บทนิยาม 2.3.1 (ฐานหลัก (Basis))
ฐานหลัก (Basis) ของปริภูมิเวกเตอร V คือเซตยอย B ⊂ V ซึ่งเปนอิสระเชิงเสน (linearly independent) และแผ
ทั่ว (span) V

หมายเหตุ
โดยปกติแลว ฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรมีไดหลายเซต

ตัวอยาง 2.3.1 V = R2
1
2
3
4
5

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4 5 6 7−1−2

1
2
3
4
5

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4 5 6 7−1−2

B1 =

{[
1

0

]
,

[
0

1

]} [
4

3

]
= 4

[
1

0

]
+ 3

[
0

1

]

1
2
3
4
5

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4 5 6 7−1−2

1
2
3
4
5

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4 5 6 7−1−2

B2 =

{[
−2

1

]
,

[
3

1

]} [
4

3

]
= 2

[
3

1

]
+

[
−2

1

]

ไดวา สำหรับ v ∈ V = R2

v =
[
v1

v2

]
= 1

5(v1 + 2v2)

[
3

1

]
+ 1

5(−v1 + 3v2)

[
−2

1

]
ตัวอยาง 2.3.2
ฐานหลักมาตรฐาน (standard basis) ของปริภูมิเวกเตอร R2×2 คือเซต {E1,E2,E3,E4 } โดยที่

E1 =

[
1 0

0 1

]
, E2 =

[
0 1

0 0

]
, E3 =

[
0 0

1 0

]
, E4 =

[
0 0

0 1

]

ตัวอยาง 2.3.3
ฐานหลักมาตรฐาน (standard basis) ของ P2 คือเซตของโพลิโนเมียลซึ่งมีสมาชิก 3 ฟงกชัน คือ

p0 = 1, p1 = t, p2 = t2
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ทฤษฎีบท 2.3.1 (การไมเปนอิสระเชิงเสน (Linear dependence) และ span)
ให V เปนปริภูมิเวกเตอร ซึ่งมีฐานหลัก B = { v1, v2, . . . , vk }

1. เซตยอยของ V ซึ่งมีจำนวนสมาชิกมากกวา k จะไมเปนอิสระเชิงเสน (linearly dependent)

2. เซตยอยของ V ซึ่งมีจำนวนสมาชิกนอยกวา k จะไมแผทั่ว V

ตัวอยาง 2.3.4
พิจารณาปริภูมิเวกเตอร P2
เซต S2 = { 1, t2 − 2t + 1, t − 1, t2 } ไมเปนอิสระเชิงเสน (linearly dependent) ในขณะที่ เซต S1 =

{ t− 1, t2 } ไมแผทั่ว P2

วิธีทำ จำนวนสมาชิกของฐานหลักมาตรฐานของ P2 คือ 3 จากนั้นใชท.บ. (2.3.1) สรุปผล

ทฤษฎีบท 2.3.2 (จำนวนสมาชิกในฐานหลัก)
ให V เปนปริภูมิเวกเตอร และ B เปนฐานหลักของ V ที่มีจำนวนสมาชิกเทากับ k แลว
จำนวนสมาชิกในฐานหลักอื่น ๆ ของ V ก็จะเทากับ k ดวย

บทนิยาม 2.3.2 (มิติ (dimension))
เรากลาววาปริภูมิเวกเตอรมมีิติจำกัด (finite dimensional) ถาจำนวนสมาชิกในฐานหลักเปนจำนวนจำกัด
จำนวนสมาชิกในฐานหลักเรียกกวา มิติ (dimension) ของ V
มิติของปริภูมิศูนย (subspace zero) เทากับ 0
เรากลาววาปริภูมิเวกเตอรมีมิติอนันต (infinite dimensional) ถาปริภูมิเวกเตอร ไมมีฐานหลักซึ่งมีจำนวนสมาชิก
จำกัด

ตัวอยาง 2.3.5
P2 มีมิติจำกัด ในขณะที่ F(−∞,∞) มีมิติอนันต

ทฤษฎีบท 2.3.3 (การสรางฐานหลักจากเซตซึ่งเปนอิสระเชิงเสน)
ให V เปนปริภูมิเวกเตอรซึ่งมีมิติเทากับ k

ให S = { v1, v2, . . . , vp } เปนเซตซึ่งเปนอิสระเชิงเสน (linearly independent)
ให v ∈ V และ v /∈ spanS แลว
เซต S ′ = { v1, v2, . . . , vp, v } จะเปนอิสระเชิงเสน เราสามารถทำกระบวนการตอไปเชนนี้จนกระทั่งไดฐานหลัก

โจทยปญหา 21
พิจารณาปริภูมิเวกเตอร P1
เซต S = { t− 2 } เปนอิสระเชิงเสน จงหาสมาชิกเพิ่ม ให S เพื่อใหเปนฐานหลักของ P1
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ทฤษฎีบท 2.3.4 (การสรางฐานหลักจากเซตซึ่งไมเปนอิสระเชิงเสน แตแผทั่วปริภูมิเวกเตอร)
ให V เปนปริภูมิเวกเตอรซึ่งมีมิติเทากับ k

ให S = { v1, v2, . . . , vp } เปนเซตซึ่งไมเปนอิสระเชิงเสน (linearly dependent) (และมีเวกเตอรที่ไมใชเวก
เตอรศูนยเปนสมาชิก) แตแผทั่ว V
เราสามารถที่จะดึงเวกเตอรออกจาก S บางตัวแตยังทำใหเซตใหม S ′ แผทั่ว V เราสามารถทำกระบวนการตอไป
เชนนี้จนกระทั่งไดฐานหลัก

ตัวอยาง 2.3.6
พิจารณาปริภูมิเวกเตอร P1
เซต S = { 1 + t, t− 2, 3 } ไมเปนอิสระเชิงเสน จงลดสมาชิก ให S เพื่อใหเปนฐานหลักของ P1

ทฤษฎีบท 2.3.5
ให V เปนปริภูมิเวกเตอรซึ่งมีมิติเทากับ k > 0

ให S เปนเซตยอยของ V และมีจำนวนสมาชิกเทากับ k

1. ถา S แผทั่ว V แลว S จะเปนอิสระเชิงเสน และดังนั้น S จึงเปนฐานหลัก

2. ถา S เปนอิสระเชิงเสน แลว S จะแผทั่ว V และดังนั้น S จึงเปนฐานหลัก

โจทยปญหา 22
ปริภูมิเวกเตอร P3 มีมิติเทากับ 4 จงแสดงวา

B = { 1, t, t2, 1 + t+ t2 + t3 }

เปนอิสระเชิงเสน และดังนั้นจึงเปนฐานหลักดวย
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แบบฝกหัด

1. พิจารณาวาเวกเตอรตอไปนี้เปนผลรวมเชิงเสน (linear combination) ของสมาชิกในเซตที่กำหนดหรือไม

(a) f = 1, S = { sin2 t, cos2 t }

(b) p = 5 + 4t+ t2, S = {−1 + t+ t2, 1 + 2t+ t2 }

(c) M =

1 2

3 4

, S =


1 2

0 3

 ,

0 1

2 0




2. จงตรวจสอบวาเซต S = { 1− t+ t2, 1 + 2t } แผทั่ว (span) P2 หรือไม?

3. จงตรวจสอบวาเซต S ตอไปนี้เปนอิสระเชิงเสน (linearly independent) หรือไม ถา S ไมเปนอิสระเชิงเสน

(linearly dependent) จงหาเวกเตอรซึ่งสามารถเขียนไดในรูปผลรวมเชิงเสน (linear combination) ของเวก

เตอรที่เหลือ

(a) F(−∞,∞) : S = { sin t, cos t }

(b) P2 : S = { 1− t, 1 + t+ t2, 3− t+ t2 }

(c) R2×2 : S =


1 1

1 0

 ,

1 0

0 1

 ,

0 1

1 1

 ,

1 1

1 1




(d) R2×2 : S =


0 0

0 0

 ,

1 2

0 1

 ,

1 0

1 0

 ,

 1 −1

−1 1




4. จงหาสมาชิกเพิ่มให S เพื่อใหเปนฐานหลัก (basis) ของปริภูมิเวกเตอรที่กำหนด

(a) P2 : S = { 1− t, 1 + t }

(b) R2×2 : S =


1 1

1 0

 ,

1 0

0 1

 ,

0 1

1 1




5. จงหาฐานหลักของปริภูมิยอย U = { p ∈ P3 | p(1) = 0 } และ หามิติของ U

6. ให

S =


1 0

0 1

 ,

0 0

1 0

 ,

0 1

0 0




จงอธิบายถึงสมาชิกในปริภูมิยอย U = spanS พรอมทั้งหาฐานหลัก และมิติของ U
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บทที่ 3

การตั้งฉากของเวกเตอร (Orthogonality

3.1 การตั้งฉากกันของเวกเตอร (Orthogonality)

ในบทนี้ เราจะพิจารณาถึงการตั้งฉากของเวกเตอรในปริภูมิเวกเตอร Rn กอนอื่นเราทบทวนถึงความหมายของการตั้ง

ฉากกันของเวกเตอร

บทนิยาม 3.1.1 (การตั้งฉากกันของเวกเตอร)
เวกเตอร u และ v ใน Rn ตั้งฉากกัน (orthogonal) ก็ตอเมื่อ

u · v = 0

โจทยปญหา 23

จงหาคา a ที่ทำใหเวกเตอร
[
−1

a

]
และ

[
2

3

]
ตั้งฉากกัน

บทนิยาม 3.1.2 (เซตเชิงตั้งฉาก, เซตเชิงตั้งฉากปรกติ (Orthogonal set, orthonormal set))
เซตของเวกเตอร S = { u1, u2, . . . , uk } ใน Rn เปนเซตเชิงตั้งฉาก (orthogonal set) ก็ตอเมื่อ ui · uj = 0

สำหรับทุก ๆ i, j = 1, 2, …, k โดยที่ i ̸= j

เราเรียกเซตเชิงตั้งฉาก S วา เซตเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal set) ถาแตละเวกเตอรใน S มีขนาดหนึ่งหนวย

บทนิยาม 3.1.3
เราเรียกฐานหลัก B ของปริภูมิยอย U วาเปนฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthogonal basis) ของ Rn ก็ตอเมื่อ B เปน
เซตเชิงตั้งฉาก.

โจทยปญหา 24

จงแสดงวา B =


23
0

 ,

−3

2

0

 ,

00
1




เปนเซตเชิงตั้งฉากของ R3

บทนิยาม 3.1.4
ปริภูมิยอย U และ V ของ Rn ตั้งฉากกันก็ตอเมื่อ ทุก ๆ เวกเตอร u ∈ U ตั้งฉากกับทุก ๆ เวกเตอร v ∈ V

ตัวอยาง 3.1.1
จงแสดงวาปริภูมิยอยตอไปนี้ตั้งฉากกัน

span
{[

3

4

]}
, span

{[
−2

1.5

]}

35
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วิธีทำ ให u ∈ span
{[

3

4

]}
และ v ∈ span

{[
2

−1.5

]}
ดังนั้น u = α

[
3

4

]
และ v = β

[
−2

1.5

]
สำหรับ

บางคาของ α และ β

u · v = αβ(6− 6) = 0

ตัวอยาง 3.1.2
จงหาฐานหลักของปริภูมิยอย U ของ R3 ซึ่งนิยามจากสมการ

x− 2y + z = 0

วิธีทำ สังเกตวาสมการนี้สามารถเขียนไดในรูป x = 2y − z ดังนั้นxy
z

 =

2y − z

y

z

 =

2yy
0

+

−z

0

z

 = y

21
0

+ z

−1

0

1


เราสามารถแสดงไดวาเซต

B =


21
0

 ,

−1

0

1


 = { v1, v2 }

เปนฐานหลักของ U แตไมใชฐานหลักเชิงตั้งฉาก สังเกตวา

U = spanB

ตัวอยาง 3.1.3
พิจารณา

S =


12
2

 ,

−2

0

4

 ,

−3

−3

3




ซึ่งเปนฐานหลักของปริภูมิยอย R3 ให u =

 0

−1

1

 จงหาคาของ α1, α2 และ α3 ที่ทำให

u = α1v1 + α2v2 + α3v3
วิธีทำ แสดงในหองเรียน แตจะเห็นวาวิธีทำคอนขางยาว แตถาเราฐานหลักที่ใช เปนฐานหลักเชิงตั้งฉาก การคำนวณจะ
งายขึ้นมาก ดังจะไดกลาวตอไป

S =




1

2

2

 ,


−2

0

4

 ,


−3

−3

3


 , u =


0

−1

1
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บทนิยาม 3.1.5 (เวกเตอรการฉาย (Projection))
ให u และ v เปนเวกเตอรที่ไมใชเวกเตอรศูนยของ Rn

เรานิยามเวกเตอรการฉาย (projection) ของเวกเตอร v บนเวกเตอร u วา

proju v = u · v
∥u∥2u

1

2

3

4

u
v

θ
u

v

θ

หมายเหตุ โดยทั่วไปแลว
proju v ̸= projv u

โจทยปญหา 25

ให v =
[
2

3

]
และ u =

[
−1

5

]
จงหา proju v และ projv u

วิธีทำ แสดงในหองเรียน
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3.2 กระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process)

บทนิยาม 3.2.1 (เวกเตอรการฉาย, เวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (Projection, orthogonal projection))
ใหเซต S = { v1, v2, . . . , vm } เปนฐานหลักของปริภูมิยอย U ⊂ Rn และให v ∈ Rn

เรานิยาม เวกเตอรการฉาย (projection) ของเวกเตอร v บน U หรือ spanS วา

projv1 v+ projv2 v+ · · ·+ projvm v

เรานิยาม เวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection) ของเวกเตอร v บน U หรือ spanS วา

v−
(

projv1 v+ projv2 v+ · · ·+ projvm v
)

หรือ
v− projv1 v− projv2 v− · · · − projvm v

กระบวนการแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process) เปนกระบวนการสรางฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthogonal basis)

และฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) จากฐานหลัก ของปริภูมิยอย U ของ Rn

ใหเซต S = { u1, u2, . . . , up } เปนฐานหลักของปริภูมิยอย U ⊂ Rn

ขั้นตอนที่ 1 ทำเวกเตอร u1 ใหเปนเวกเตอรหนึ่งหนวยเรียกวา q1
นั่นคือ

v1 = u1,

q1 =
v1
∥v1∥

ขั้นตอนที่ 2 หาเวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection) ของ u2 บน span{ v1 } และทำใหเปนเวก

เตอรหนึ่งหนวยเรียกวา q2
นั่นคือ

v2 = u2 − projv1 u2,

q2 =
v2
∥v2∥

ขั้นตอนที่ 3 หาเวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection) ของ u3 บน span{ v1, v2 } และทำใหเปน

เวกเตอรหนึ่งหนวยเรียกวา q3
นั่นคือ

v3 = u3 − projv1 u3 − projv2 u3,

q3 =
v3

∥v3∥
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ขั้นตอนที่ 4 ทำขบวนการเดิมซ้ำ หาเวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection) ของ up บน span{ v1, v2, . . . , vp−1 }

และทำใหเปนเวกเตอรหนึ่งหนวยเรียกวา qp
นั่นคือ

vp = up − projv1 up − projv2 up − · · · − projvp−1
up

qp =
vp

∥vp∥

เซต { v1, v2, . . . , vp } เปนฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthogonal basis) ของ U

เซต { q1, q2, . . . , qp } เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) ของ U

ตัวอยาง 3.2.1
พิจารณา

S =


12
2

 ,

−2

0

4

 ,

−3

−3

3




ซึ่งเปนฐานหลักของ R3 จงสรางฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthonormal basis) ของ R3 จาก S โดยใชกระบวนการแก
รม-ชมิท (Gram-Schmidt process)

ตัวอยาง 3.2.2
จากฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) ที่ ไดจากตัวอยาง (3.2.1) ของปริภูมิ เวกเตอร R3 ให u = 0

−1

1

 จงหาคาของ α1, α2 และ α3 ที่ทำให

u = α1q1 + α2q2 + α3q3 (3.1)

เมื่อ q1, q2 และ q3 เปนสมาชิกในฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis)

วิธีทำ ถาเราใชผลคูณจุด ทั้งสองขางของสมการ (3.1) ดวย q1 จะพบวา

q1 · u = α1∥q1∥2 = α1

นั่นเอง ในทำนองเดียวกันเราสามารถหา α2 และ α3 ได
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แบบฝกหัด

1. ปริภูมิยอยคูใดตั้งฉากกัน

(a) span


 1

−1


, span


0
1




(b) span


1
2

 ,

−2

1


, span


 6

−3




(c) span




−2

1

0

 ,


−3

0

1


, span




1

2

3




2. จงหาฐานหลัก (basis) ของปริภูมิยอย (subspace) U ของ R4 ซึ่งนิยามจากสมการ

2x− y + z + 3w = 0

3. จากฐานหลัก ในขอกอน จงใชกระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process) สรางฐานหลักเชิงตั้ง

ฉาก (orthogonal basis)

4. จงหาเวกเตอรการฉาย (projection) และเวกเตอรการฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection) ของเวกเตอร

v =


3

−1

7

 บนปริภูมิยอยที่มีฐานหลัก คือ B =




1

1

0

 ,


1

−1

2




5. พิจารณา

S =




1

1

−1

 ,


−1

2

2




ซึ่งเปนฐานหลักของปริภูมิยอยหนึ่ง จงสรางฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) จาก S โดยใช

กระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process)

6. พิจารณา

S =





1

1

1

−1


,



2

−1

−1

1


,



−1

2

2

1
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ซึ่งเปนฐานหลักของปริภูมิยอยหนึ่ง จงสรางฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) จาก S โดยใช

กระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process)
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บทที่ 4
การแปลงเชิงเสน (Linear Transformations)

4.1 การแปลงเชิงเสน (Linear transformation)
บทนิยาม 4.1.1 (การแปลงเชิงเสน (Linear transformation)
ให V และ W เปนปริภูมิเวกเตอร
เราเรียก การแปลง (transformation) T : V → W วา เชิงเสน (linear) ก็ตอเมื่อ T สอดคลองกับเงื่อนไขสอง
ขอตอไปนี้

T(u+ v) = T(u) + T(v)
T(cv) = cT(v)

สำหรับทุก ๆ เวกเตอร u, v ใน V และทุก ๆ สเกลาร c

ในบทนี้ เราพิจารณาเฉพาะกรณี V = Rn และ W = Rm เทานั้น

ตัวอยาง 4.1.1
ให x =

[
x1

x2

]
∈ R2 การแปลง T1, T2 : R2 → R2 ในขอใดเปนการแปลงเชิงเสน

T1(x) =
[
x2

x1

]
, T2(x) =

[
x1 + x2

1

]

บทนิยาม 4.1.2 (การแปลงเมทริกซ (Matrix transformation))
ให A เปนเมทริกซขนาด m× n

เราเรียกการแปลง TA : Rn → Rm ที่นิยามโดย TA(x) = Ax วา การแปลงเมทริกซ (matrix transformation)
จาก Rn ไปยัง Rm

ทฤษฎีบท 4.1.1
ทุก ๆการแปลงเมทริกซบน Rn เปนการแปลงเชิงเสน

หมายเหตุ

• จากท.บ. (4.1.1) จะเห็นวา เมื่อกำหนดเมทริกซ A ขนาด m×n กอน แลวนิยามการแปลง TA วา TA(x) =
Ax การแปลงนี้ จะเปนการแปลงเชิงเสนบน Rn

คำถามที่นาสนใจคือ เมื่อกำหนดการแปลงเชิงเสน T : Rn → Rm บน Rn กอน เราสามารถจะหาเมทริกซ
A ซึ่ง T(x) = Ax ไดหรือไม?
คำตอบคือได และมีอยูในทฤษฏีบทถัดไป

43
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ทฤษฎีบท 4.1.2 (ทฤษฏีบทตัวแทน (Representation Theorem))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน เมทริกซขนาด m× n ซึ่งนิยามจาก

A = [T(e1) T(e2) · · · T(en)]

โดยที่ { e1, e2, . . . , en } คือฐานหลักมาตรฐาน สำหรับ Rn เมทริกซนี้มีสมบัติวา T(x) = Ax สำหรับทุก ๆ
เวกเตอร x ∈ Rn นั่นคือ การแปลงเชิงเสน T แทนดวย เมทริกซตัวแทน A เทียบกับฐานหลักมาตรฐาน ยิ่งกวานั้น
เมทริกซตัวแทน A นี้มีเพียงเมทริกซเดียว

นับจากนี้ เวลากลาวถึงเมทริกซตัวแทน A เทียบกับฐานหลักมาตรฐานของการแปลงเชิงเสน T เราจะละคำวา

เทียบกับฐานหลักมาตรฐาน และเรียกเพียงเมทริกซตัวแทน A ของ T

ตัวอยาง 4.1.2 (การแปลงเฉือน (Shear transformation))
การแปลงเฉือน (shear transformation) ขนานกับแกน-x1 ใน R2 แปลงจุด (x1, x2) ไปยังจุด (x1+kx2, x2)

ถาเราใชฐานหลักมาตรฐาน { e1, e2 } จะไดวา

T(e1) = e1, T(e2) =
[
k

1

]

จงหาเมทริกซตัวแทนของ T และถา x =
[

1

−2

]
จงหา T(x)

วิธีทำ เนื่องจาก T(e1) = e1, T(e2) =
[
k

1

]
ดังนั้น เราสามารถนิยาม A โดย

A =
[
T(e1) T(e2)

]
=

[
1 k

0 1

]

และ

T(x) = Ax =
[
1 k

0 1

][
1

−2

]
=

[
1− 2k

−2

]

โจทยปญหา 26 (การหมุนใน R2 (Rotation in R2))
พิจารณาการแปลง T : R2 → R2 ซึ่งหมุนจุด (x1, x2) ทวนเข็มนาิกาไปดวยมุม θ ถาเราใชฐานหลักมาตรฐาน
{ e1, e2 } จะไดวา

T(e1) =
[
cos θ
sin θ

]
, T(e2) =

[
− sin θ
cos θ

]

จงหาเมทริกซตัวแทนของ T และถา x =
[

1

−2

]
จงหา T(x)
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โจทยปญหา 27
จงหาเมทริกซตัวแทนของการแปลงเชิงเสน T : R2 → R2 ซึ่งมีสมบัติวา

T(x) =
[
x1 + x2

2x1 + x3

]

สำหรับ x =
[
x1

x2

]

วิธีทำ แสดงในหองเรียน
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แบบฝกหัด

1. ให x =


x1

x2

x3

 ∈ R3 จงหาเมทริกซตัวแทนของการแปลงเชิงเสนตอไปนี้

(a) T(x) =

x1 + x2 + x3

x1 − 2x2


(b) T(x) =


x1 + x2 + x3

x1 − 2x2

0



2. จงหาเมทริกซตัวแทน A ของการแปลงเชิงเสน T : R2 → R2 ซึ่งมีสมบัติ

T


 4

−2


 =

 7

−2

 , T


−1

2


 =

−8

7



3. จงหาเมทริกซตัวแทน A ของการแปลงเชิงเสน T : R2 → R2 ในแตละขอตอไปนี้ (ในขอนี้ x =

x
y

)

(a) T ซึ่งมีสมบัติวา

T(x) = proja x

โดยที่ a =

 1

−1


(b) T ซึ่งมีสมบัติวาหมุนจุด (x, y) ทวนเข็มนาิกาไปดวยมุม −π/4 เรเดียน

(c) T ซึ่งมีสมบัติวาสะทอนจุด (x, y) เทียบกับเสนตรง y = x นั่นคือ

T(x) = x+ 2[(x · a)a− x]

โดยที่ a = 1√
2

1
1
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4.2 เคอรเนล และเรนจ (Kernel and range)
บทนิยาม 4.2.1 (เคอรเนล และเรนจ (Kernel and range))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A

T(x) = Ax

เรานิยาม เคอรเนล (kernel) ของ T เขียนแทนดวย ker T และหมายถึง

ker T = { x ∈ Rn | Ax = 0 }

ถาเขียน A =
[
A1 A2 · · · An

]
เรานิยาม เรนจ (range) ของ T เขียนแทนดวย ran T และหมายถึง

ran T = span{A1, A2, . . . , An }

ตัวอยาง 4.2.1
พิจารณาเมทริกซ

A =

[
2 −1 3

1 0 −1

]
ให T : R3 → R2 เปนการแปลงเมทริกซ T(x) = Ax จงหา ker T และ ran T

วิธีทำ เนื่องจาก

ker T = { x ∈ R3 | Ax = 0 }

=


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
[
2 −1 3

1 0 −1

]x1x2
x3

 =

00
0




สังเกตวา [
2 −1 3

1 0 −1

]
∼

∼

[
1 0 −1

0 1 −5

]

ดังนั้น
x1 = x3, x2 = 5x3

และ x1x2
x3

 =

 x3

5x3

x3

 = x3

15
1
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เพราะฉะนั้น

ker T =

 t

15
1


∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R


ในขณะที่

ran T = span{A1, A2, A3 }

= span
{[

2

1

]
,

[
−1

0

]
,

[
3

−1

]}

จากท.บ.ตอไปนี้

ทฤษฎีบท 4.2.1
สำหรับเมทริกซ A ขนาด m× n ซึ่ง T(x) = Ax
ถา A ∼ U โดยที่ U อยูในรูปขั้นบันได (echelon form) แลว คอลัมน ของ A ซึ่งสอดคลองกับคอลัมนของ U ที่มี
สมาชิกหลัก (leading entry) เปนสมาชิก จะประกอบขึ้นเปนฐานหลักของ ran T

เราจะสรุปไดทันทีวาจากท.บ. (4.2.1) และสมการ (??) วา

ran T = span
{[

2

1

]
,

[
−1

0

]}

นั่นเอง

บทนิยาม 4.2.2 (ศูนยภาพและคาลำดับชั้น (Nullity and rank))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน

เรานิยาม ศูนยภาพ (nullity) ของ T วาเปนมิติของ ker T และเขียนแทนดวย nullity T

เรานิยาม คาลำดับชั้น (rank) ของ T วาเปนมิติของ ran T และเขียนแทนดวย rank T

หมายเหตุ

• ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A
สังเกตวา

rank T = rank A

ทฤษฎีบท 4.2.2 (ความสัมพันธระหวางศูนยภาพและคาลำดับชั้น)
ถา T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน แลว

nullity T + rank T = n
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ตัวอยาง 4.2.2
เมทริกซ

A =

[
2 −1 3

1 0 −1

]
นิยามการแปลงเมทริกซ T : R3 → R2 วา T(x) = Ax จงหา nullity T และ rank T

วิธีทำ เนื่องจาก

ker T =

 t

15
1


∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R


ดังนั้น nullity T = 1 และเนื่องจาก

nullity T + rank T = 3

เพราะฉะนั้น rank T = 3− 1 = 2
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4.3 การแปลงทั่วถึง, การแปลงหนึ่งตอหนึ่ง และการแปลงประกอบ (Onto transformation,
one-to-one transformation and composite transformations)

บทนิยาม 4.3.1 (การแปลงทั่วถึง (Onto transformation))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A
เราเรียก T วา การแปลงทั่วถึง (onto transformation) ก็ตอเมื่อ

ran T = Rm

ทฤษฎีบท 4.3.1 (เงื่อนไขการแปลงทั่วถึง)
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A
ถา m ≤ n และ rank T = m แลว T เปนการแปลงทั่วถึง

ตัวอยาง 4.3.1
เมทริกซ

A =

[
2 −1 3

1 0 −1

]
นิยามการแปลงเมทริกซ T : R3 → R2 วา T(x) = Ax การแปลง T เปนการแปลงทั่วถึงหรือไม?

วิธีทำ สังเกตวา n = 3 และm = 2 ซึ่งm < n และจากตัวอยางในบทเรียนกอน เราคำนวณไวแลววา rank T = 2

ดังนั้น T เปนการแปลงทั่วถึง

บทนิยาม 4.3.2 (การแปลงหนึ่งตอหนึ่ง (One-to-one transformation))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน เราเรียก T วา การแปลงหนึ่งตอหนึ่ง (one-to-one transformation)
บน Rn ก็ตอเมื่อ

ถา T(u1) = T(u2) แลว u1 = u2
สำหรับทุก ๆ u1 และ u2 ∈ Rn

ทฤษฎีบท 4.3.2 (เงื่อนไขการแปลงหนึ่งตอหนึ่ง)
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A
การแปลง T เปนการแปลงหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ

ker T = { 0 } ⊂ Rn

ตัวอยาง 4.3.2
เมทริกซ

A =

[
2 −1

1 0

]
นิยามการแปลงเมทริกซ T : R2 → R2 วา T(x) = Ax การแปลง T เปนการแปลงหนึ่งตอหนึ่งหรือไม?

วิธีทำ เราสามารถแสดงไดวา ker T = { 0 } นั่นคือ T เปนการแปลงหนึ่งตอหนึ่ง
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บทนิยาม 4.3.3 (การแปลงประกอบ (Composite transformations))
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน
ให S : Rm → Rp เปนการแปลงเชิงเสน
เรานิยาม การแปลงประกอบ (compostion transformation)

S ◦ T : Rn → Rp

วา
(S ◦ T)(x) = S(T(x))

สำหรับ x ∈ Rn

ทฤษฎีบท 4.3.3
ให T : Rn → Rm เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมทริกซตัวแทน A ให S : Rm → Rp เปนการแปลงเชิงเสน และ
มีเมทริกซตัวแทน B
การแปลงประกอบ (compostion transformation) S ◦ T : Rn → Rp เปนการแปลงเชิงเสน และมีเมริกซ
ตัวแทนคือ BA

ตัวอยาง 4.3.3
ให

A =

[
2 0

0 1.5

]
, B =

[
1 −1

1 1

]

และนิยามการแปลง T(x) = Ax และ S(y) = By จงหาการแปลงประกอบ (S ◦ T)
([

1

−1

])
วิธีทำ พิจารณาในหองเรียน
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แบบฝกหัด

1. สำหรับแตละเมทริกซ A ตอไปนี้

1 2

3 4

 ,


1 2

3 4

5 6

 ,


0 1 0

0 0 0

1 0 0

 ,


0 0 2

0 0 0

1 2 3

 ,


1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 ,


−1 −7 −9

−4 1 1

−6 6 0

 ,



4 1 3 2

2 4 5 1

2 5 8 3

2 3 2 −1


,


1 3 0 1 −1

2 6 3 1 0

1 1 0 1 1



ถานิยามการแปลงเมทริกซ T(x) = Ax จงหา

(a) ker T และ ran T

(b) rank T และ nullity T

(c) T เปนการแปลงทั่วถึงหรือไม?

(d) T เปนการแปลงหนึ่งตอหนึ่งหรือไม?

(e) เมทริกซคูหนึ่งซึ่งสามารถนิยามการแปลงประกอบ (composite transformation) ได



บทที่ 5
ปญหาคาลักษณะเฉพาะ (Eigenvalue Problems)

5.1 คาลักษณะเฉพาะและเวกเตอรลักษณะเฉพาะ (Eigenvalues and Eigenvectors)
บทนิยาม 5.1.1 (คาลักษณะเฉพาะ (Eigenvalues), เวกเตอรลักษณะเฉพาะ (Eigenvectors))
ให A เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด n× n

เราเรียกจำนวนเชิงซอน λ วา คาลักษณะเฉพาะ (eigenvalue) ของ A ก็ตอเมื่อ สมการเมทริกซ

Ax = λx (5.1)

มีผลเฉลย x ̸= 0 ใน Rn

เราเรียกเวกเตอร x นี้วา เวกเตอรลักษณะเฉพาะ (eigenvector) ของเมทริกซ A ที่สมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ λ

โจทยปญหา 28

เวกเตอร x =
[
−2

1

]
เปนเวกเตอรลักษณะเฉพาะของเมทริกซ

A =

[
5 4

−1 4

]
หรือไม?

การหาคาลักษณะเฉพาะ
เราตองการหาผลเฉลยที่ไมใชเวกเตอรศูนยของสมการ Ax = λx สังเกตวา ขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(a) สมการ Ax = λx มีผลเฉลยที่ไมใชเวกเตอรศูนย
(b) สมการ Ax = λInx มีผลเฉลยที่ไมใชเวกเตอรศูนย
(c) สมการ (A − λIn)x = 0 มีผลเฉลยที่ไมใชเวกเตอรศูนย (5.2)
(d) A − λIn เปนเมทริกซเอกฐาน (singular matrix)
(e) det(A − λIn) = 0

เชน [
3 0

0 2

][
x

y

]
=

[
0

0

]

[
8 2

0 0

][
x

y

]
=

[
0

0

]
ดังนั้น การหาผลเฉลยที่ไมใชเวกเตอรศูนยของสมการ (5.1) จึงเทากับการหาผลเฉลย λ ของสมการ

det(A − λIn) = 0

53
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ซึ่ง เรียกวา สมการลักษณะเฉพาะ (characteristic equation) ในที่นี้ In คือเมทริกซ เอกลักษณ และเรามักใช
สัญลักษณ I

โจทยปญหา 29
จงหาคาลักษณะเฉพาะของเมทริกซ

A =

[
1 1

−2 4

]

โจทยปญหา 30
จงหาคาลักษณะเฉพาะของเมทริกซ

A =

2 1 0

0 1 −1

0 2 4


บทนิยาม 5.1.2 (ภาวะรากซ้ำเชิงพีชคณิต (Algebraic multiplicity))
ภาวะรากซ้ำเชิงพีชคณิต (algebraic multiplicity) ของคาลักษณะเฉพาะ λ0 ของเมทริกซ A คือจำนวนครั้ง ที่ λ0

ปรากฏเปนรากในสมการลักษณะเฉพาะ
det(A − λI) = 0

เราใชสัญกรณภาวะรากซ้ำเชิงพีชคณิตของคาลักษณะเฉพาะ λ วา aλ

ตัวอยาง 5.1.1
ถาสมการคาลักษณะเฉพาะของเมทริกซ A อยูในรูป

det(A − λI) = (λ− 2)2(λ− 3) = 0

จงหาคาของภาวะรากซ้ำเชิงพีชคณิต a2 และ a3

วิธีทำ a2 = 2 และ a3 = 1

วิธีการหาเวกเตอรลักษณะเฉพาะ
หลังจากเราไดคาลักษณะเฉพาะ λ จากสมการลักษณะเฉพาะแลว เชนไดคา λ = λ0 เราสามารถหาเวกเตอร

ลักษณะเฉพาะที่สมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ λ0 โดยการแทน λ0 ในสมการ (5.2)

(A − λ0I)x = 0 (5.3)

จากนั้นก็หาเวกเตอร x ̸= 0 ที่เปนผลเฉลยของสมการ (5.3) ตอไป

บทนิยาม 5.1.3 (ปริภูมิลักษณะเฉพาะ (Eigenspace))
ให A เปนเมทริกซขนาด n× n และมีคาลักษณะเฉพาะ λ

ปริภูมิลักษณะเฉพาะ (eigenspace) ของ A ที่สมนัยกับคาลักษณะ เฉพาะ λ คือ span ของเซตที่มีสมาชิกเปนเวก
เตอรลักษณะเฉพาะที่สมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ λ

เราใชสัญกรณปริภูมิลักษณะเฉพาที่สมนัยกับคาลักษณะ เฉพาะ λ วา Eλ
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ตัวอยาง 5.1.2
เมทริกซ

A =

2 1 0

0 1 −1

0 2 4


มีคาลักษณะเฉพาะคือ λ = 2 และ λ = 3 จงหาปริภูมิลักษณะเฉพาะ E2 และปริภูมิลักษณะเฉพาะ E3

วิธีทำ เมทริกซ A มีคาลักษณะเฉพาะคือ λ = 2 และ λ = 3

• การหา E2 เราแทน λ = 2 ในสมการ (5.3)

(A − 2I)x =

0 1 0

0 −1 −1

0 2 2


x1x2
x3

 =

00
0


ถาเราใชกระบวนการดำเนินการตามแถว จะไดวา0 1 0

0 −1 −1

0 2 2

 ∼

0 1 0

0 0 1

0 0 0


ดังนั้น

x2 = x3 = 0

ผลเฉลยซึ่งคือเวกเตอรลักษณะเฉพาะจึงอยูในรูป

x =

x1x2
x3

 =

x10
0

 = x1

10
0


โดยที่ x1 ̸= 0 ในขณะที่

E2 =

 t

10
0


∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R

 (5.4)

สังเกตวา E2 มีเวกเตอรศูนยเปนสมาชิกดวย แตเวกเตอรศูนยไมใชเวกเตอรลักษณะเฉพาะ

• การหา E3 แสดงในหองเรียน

บทนิยาม 5.1.4 (ภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิต (Geometric multiplicity))
ภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิต (Geometric multiplicity) ของคาลักษณะเฉพาะ λ คือมิติของปริภูมิลักษณะเฉพาะที่
สมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ λ

เราใชสัญกรณภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิตของคาลักษณเฉพาะ λ วา gλ

หมายเหตุ

• โดยปกติ gλ ≤ aλ
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ตัวอยาง 5.1.3 เมทริกซ

A =

2 1 0

0 1 −1

0 2 4


มีคาลักษณะเฉพาะคือ

λ1 = λ2 = 2, λ3 = 3

จงหาคาของภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิต g2 และ g3

วิธีทำ จากสมการ (5.4) จะเห็นวา g2 = 1 ลองคำนวณหา g3

โจทยปญหา 31
พิจารณาเมทริกซ

A =

1 −2 4

3 −4 4

3 −2 2


จงหาคาลักษณะเฉพาะทั้งหมด และสำหรับแตละคาลักษณะเฉพาะจงหา เวกเตอรลักษณะเฉพาะ, ภาวะรากซ้ำเชิง
พีชคณิต, ปริภูมิลักษณะเฉพาะ และภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิต ที่สมนัยกับคาลักษณะเฉพาะนั้น

วิธีทำ แสดงในหองเรียน
สรุป

หา eigenvalue λ ใหใชสมการ det(A − λI) = 0

หา eigenvector x ใหใชสมการ (A − λI)x = 0
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แบบฝกหัด

จงหาคาลักษณะเฉพาะทั้งหมดของเมทริกซที่กำหนดใหตอไปนี้ และสำหรับแตละคาลักษณะเฉพาะจงหา เวก

เตอรลักษณะเฉพาะ, ภาวะรากซ้ำเชิงพีชคณิต, ปริภูมิลักษณะเฉพาะ และภาวะรากซ้ำเชิงเรขาคณิต ที่สมนัยกับ

คาลักษณะเฉพาะนั้น

(a) A =


1 0 2

0 1 0

2 0 1



(b) A =


−1 2 0

0 1 0

−2 2 1



(c) A =


1 1 1

2 3 4

−2 −3 −4



(d) A =


3 0 4

0 5 0

4 0 3



(e) A =


−15 28 −14

−10 19 −10

−4 8 −5



(f) A =


−2 4 −4

−3 5 −4

−3 3 −2
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